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Рассматривается задача о движении тяжёлого твёрдого тела, опирающегося на шероховатую гори- 
зонтальную плоскость тремя своими точками (“тренога” [1]). Контакты в точках опоры предпола- 
гаются односторонними и подчиняются законам сухого трения. Изучается динамика возможных 
движений такого тела под действием сил тяжести и сухого трения. 


БОТ: 10.7868/50869565217250089 


ОПИСАНИЕ МОДЕЛИ, ВЫВОД УРАВНЕНИЙ 
ДВИЖЕНИЯ И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 


Рассмотрим твёрдое тело, опирающееся сво- 
ими точками Ак, К =1, 2, 3, на шероховатую го- 
ризонтальную плоскость л. Будем считать, что 
при движении в поле силы тяжести тело не от- 
рывается от опорной плоскости т, т.е. совершает 
плоско-параллельное движение. Введем систе- 
му координат Оху, жёстко связанную с твёрдым 
телом, причем точка О – центр масс тела, ось 
Ох направлена вертикально вверх, а плоскость 
Оху параллельна опорной плоскости л. Везде 
далее, если не оговорено иное, индекс К прини- 
мает значения 1, 2 или 3. Пусть № = ОА; – ради- 
ус-вектор опорной точки А: № = (хуур), 
где й — высота возвышения центра масс О тела 
над опорной плоскостью л. Обозначим о, @ со- 
ответственно векторы скоростей центра масс О 
и угловой скорости тела. В силу предполагаемо- 
го плоско-параллельного движения тела получим 


о = (их, Оу, 0)', о = (0, 0, 6)". В опорной точке 
А; реализуется сила реакции А, = № + №, где 
№ = (0,0, №; ут — нормальная реакция, причём 


Т 
№ >0, Б = (Ро, Бу,0) – касательная реакция 
(сила трения) опорной плоскости, подчиняюща- 
яся соотношениям закона сухого трения: 


В = о До |, о #0, 


[5 |< №, ок = 0, ок = 0+[0х №]. 
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В (1) Г- коэффициент сухого трения, их – 
скорость опорной точки Ак. Если и; = 0, то на- 
правление силы РБ; является неопределённым 
(сила трения покоя). Проекции скорости и; точки 
Ак на оси системы Охух таковы: 


Оҳ = Оу — Ур, 0 


у = Оу + (Хь, 


ТА 0) 


2 2 

о = 0, [о = (о +0, 

Пусть масса тела т = 1. Используя (1), (2), за- 

пишем уравнения теоремы о движении центра 
масс О тела в системе Оху: 


их — 00, =-ЛУ Ми (и, = у )/ [ок |, 
оу +оо, = ГУ Мк (у + оху) | |, = У №, 


где | о; | задаётся формулой из (2), причем | их |+ 0 
(случаи о; = 0 должны быть рассмотрены отдель- 
но). Пусть ось Ох является главной осью инерции 
тела. Тогда /„. =/,„. = 0, где /„.,/„ – центробеж- 
ные моменты инерции тела в системе координат 
Оху. Используя (1), (2), запишем в осях Оху 
уравнения теоремы об изменении кинетического 


момента тела относительно его центра масс О: 


(3) 


0= У ми [ук — Ако, + ох |, 
0= Ум, [ж — то, – в/в],  @ 
Јо" = ГУ Моо — у) + об + ур), 

где их задаётся формулой из (2), Ј = /.„, – осевой 


момент инерции тела относительно вертикальной 
оси Ох в системе координат Оху. 
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Пусть опорные точки в системе Охус имеют 
следующие координаты 


хр = 9; 6050, Ух = Что, < = Й, 


5 
4; = У + у? > 0, ох є [0, 27]. © 


Пусть © — угол, образуемый вектором скоро- 
сти и центра масс О тела с положительным на- 
правлением оси Ох подвижной системы Оху 
и отсчитываемый против часовой стрелки, если 
смотреть с положительного конца оси Ох. Имеем 
соотношения 


их = 0С080, 0, = ОТО, 


у 


о= јо +03 > 0, а є [0, 2л]. 


Предполагая о = 0, введём переменную р = о/о – 
расстояние от проекции центра масс на опорную 
плоскость до мгновенного центра скоростей опор- 
ного треугольника 4 4, Аз. Используя переменные 
(р, 0) и (5), (6), запишем шесть уравнений движе- 
ния (3), (4) ввиде 


ор = У, Мз [0 – 49р (И – р? Зав, |, 
рб, = 02р — ЛУ Мур соѕВ,, 
= КУ, Мер (96 — Рак хіп В), 
Ума созВх – езу (р — к тв») = 0, 


Ум (а віл В, — 55% 4 созВх | =0, ХМ, = &, 


(6) 


(7) 


где обозначено 5х = р? + а} — 2ра, 5 В,, Вх = 
= 0р 90, К = //Ј, & = №. Уравнения (7) справед- 


ливы вплоть до того момента, пока МЦС треуголь- 
ника 4А 4; не совпадает ни с одной из опорных 
точек. Далее будем предполагать, что 0(0) = цу = 0. 
Это эквивалентно условию р(0) = ро *0. Будем 
рассматривать только те решения системы (7), 
которые реализуются при скольжении всех трёх 
точек опоры (с положительными нормальны- 
ми реакциями) вплоть до того момента, когда 
о = 0. Как показано ниже, в этом случае долж- 
но быть также и и = 0, что соответствует полной 
остановке тела. 


Введём безразмерное время т при помощи 
соотношения т = ш(®у/0). Тогда о = ®уехр(-т) 


и іт о(т) = 0. Таким образом, в новом време- 
то 


ни остановка тела реализуется, когдат = + оо. 
Первые три дифференциальных уравнения си- 
стемы (7) в новом времени сводятся к следую- 
щим двум: 


р, = рУ мз (7 =р?)а зп, = (7 –48)р], 


, —1 -1 —1 в 
от =-Р [5(®)+/р УМ; 4; созВ, |, 


где Е : 
р = У Ме (4 — рак т В, ), 


ӧ(т) = Юве ?", те [0, +оо). 


Система (8) является неавтономной системой 
второго порядка (правая часть второго уравнения 
зависит от “времени” т через функцию 05(т)). 
Эта зависимость экспоненциально затухает, когда 
т э +оо. Поэтому для больших значений т реше- 
ния системы (8) близки к решениям соответству- 
ющей автономной системы второго порядка 


р. = рУ муз [М — Рак В, — (9-41, 


0. = ВРУ Ма, соѕВ,. 


Итак, изучение предельных движений тела 
сводится к поиску особых точек системы (9) и ис- 
следованию их устойчивости с использованием 
теоремы Пуанкаре. 


(9) 


Замечание. Контакты в опорах рассматри- 
ваемой модели точечные, а используемая модель 
трения является кулоновской. На самом деле, 
контакты являются некоторыми малыми пло- 
щадками и необходимо использовать более ре- 
альные модели распределённого сухого трения 
(например, модель Контенсу— Журавлёва [2, 3]), 
которые позволяют учитывать также и способы 


закрепления площадок контакта на теле. 


ФОРМУЛИРОВКА РЕЗУЛЬТАТОВ ДЛЯ 
СЛУЧАЯ л =0 


Пусть Й = 0 (тело типа пластины), опорный 
треугольник 444; является равносторонним, 
а проекция центра масс О тела на опорную пло- 
скость (которая в данном случае совпадает с са- 
мим центром масс тела) лежит в центре этого 
треугольника. Пусть ось Ох проходит через точку 
А. Получим ў; = 9, Ф = 0, 0 = 21/3, оз = 41/3. 
Тогда три последних уравнения системы (7) име- 


ЮТ ВИД 
Ум, соѕВ, = 0, 


У Ме зіпВ, = 0, УМ, = 2. 


Отсюда следует, что № = 2/3. Отметим, что эти 
же нормальные реакции реализуются в опорах 
и втом случае, когда тело находится в равновесии 
(состоянии покоя). Система (9) приобретает вид 
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р-р – р?)азіпв, | т 
07 = Вар У 5! соѕВ,. 
В системе (10) имеем 
р = У 55 (а –рїпђ,), 
В = -о, р, = 120° — а, 


Вз = 2400 –а, (1) 


5р = ур? + 4° – разв». 


Предполагаем Д + 0 в (10) на всём интервале дви- 
жения, т.е. угловая скорость тела в силу третьего 
уравнения системы (7) монотонно убывает. Тогда 
особые точки системы (10) являются решениями 
системы уравнений 


Уз [07 - 40-07 -р?)азіпв |= 0, 


ВУ з соѕВ, = 0. 
Справедливы утверждения (доказательства 
утверждений опущены из-за их громоздкости). 


(12) 


Утверждение 1. Система (10) имеет следу- 
ющие четыре типа особых точек (решений): 


1) 4? # [1/2,2/]: имеются три особые точки 
вида (рот, к), = 1, 2, 3: 


ри = 747-24?) 4(2/ - 4?) | 0, 


0011 =-90°, 0912 = 120°-90', 
Ооз = 240° – 90°; 


2) 4? є (7/2, 27): : имеются три особые точки 
вида (роз, бк), к= 1, 2, 3: 


1 
2 2 
ро = 70724214682 2) >0, 
021 = —30°, 022 = 120° – 30°, 
023 = 240° – 30°; 

3) при любых положительных значениях пара- 
метров (7,4) имеется множество особых точек 
(роз, 0%з): роз =0, оз є [0, 21]; 

4) при любых положительных значениях пара- 
метров (7,4) имеется множество особых точек 
(род, 004): род = +оо, 004 Е [0, 21]. 

Утверждение 2. 1. Все особые точки типов 
3) и4) из утверждения 1 являются вырожденными: 
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одно из собственных значений матрицы Пуанкаре 
в любой из этих точек равно нулю. 2. Матрица Пу- 
анкаре в любой из точек типов 3) и 4) утверждения 
1 имеет вид А = йіав(а, 0) и, кроме того, а < 0 


при д? < 73/2, ар> 0 при ф? > Ј/2 (для точек типа 
3)), а! < 0 ири 4? > 27, ау > 0 ири д? <2Ј (для 
точек типа 4)). 


Утверждение 3. 1. Особые точки типа 1) 
и 2) из утверждения 1 являются неустойчивыми: 
одно из собственных значений матрицы Пуанка- 
ре в любой из этих точек является вещественным 
и положительным, а другое — вещественным и от- 
рицательным (“седло”). 2. Матрица Пуанкаре в лю- 
бой из точек типа 1) или 2) утверждения 1 имеет 


вид А = |||? аә = 0, причем а > 0, а < 0 
для точек типа 1), а <0, аэ > 0 для точек 
типа 2). 


Определение 1. 1. Движение тела со сколь- 
жением всех трёх точек опоры называется регу- 
лярным. 2. Вращательное движение тела вокруг 
вертикальной оси, проходящей через его центр 
масс, называется центрально-вращательным. 
3. Вращательное движение тела вокруг вертикаль- 
ной оси, проходящей через его точку опоры, на- 
зывается опорно-вращательным. 


Утверждение 4. 1. Если 0< а? < Ј/2, то 
финальное движение тела является либо централь- 
но-вращательным (регулярным), либо опорно-вра- 
щательным (нерегулярным). 2. Если д? є (7/2, 27), 
то финальное движение тела является только опор- 
но-вращательным (нерегулярным). 3. Если ф?> 27, 
то финальное движение тела является либо опор- 
но-вращательным (нерегулярным), либо поступа- 
тельным (регулярным). 


Замечание. Из утверждения 4 следует, что 
финальное движение тела типа пластины мо- 
жет быть регулярным (со скольжением всех 
трёх точек) только центрально-вращательным 
или поступательным. Кроме того, как прави- 
ло, финальное движение является нерегулярным 
и представляет собой вращение вокруг одной из 
опор. Это подтверждается и соответствующи- 
ми аналитическими результатами, полученны- 
ми в работах автора [4, 5]. В частности, в [1, 4, 5], 


при специальных условиях / = 0, ро = 4, Ј = д? 
были получены интегралы движения 


р(1) = 9 = сопзі, Уо је? + Е(о) = Ну = сопѕі = 0,где 


Е(о) — ограниченная периодическая функция. Из 
приведённых интегралов следует, что движение со 
скольжением всех трёх точек опоры не может являть- 
ся финальным, когда о = 0, так как в противном 
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случае было бы Ну = 0. Наэто было ранее указано 
в работах автора [1, 4, 5]. Результат утверждения 4 не 
совпадает с соответствующими результатами чис- 
ленного исследования аналогичной задачи, полу- 
ченными вработе [6], в которой в качестве финаль- 
ных рассматривались лишь регулярные движения. 


Утверждение 5. 1. При движении тела 
вектор скорости его центра масс может откло- 
няться как в сторону вращения тела, так и про- 
тив вращения тела по ходу его движения. 2. Если 
д? є (7/2, 27), то движение заканчивается толь- 
ко вращением вокруг одной из опор тела в сторону 
начального вращения. 3. Если 4? & (1/2, 27), то 
финальные движения могут быть либо опорно-вра- 
щательными, либо центрально-вращательными, 
либо поступательными. 


Замечание. Результат п. 1 утверждения 5 
противоречит результатам работы [6], в которой 
численно было получено, что вектор скорости 
центра масс в аналогичной задаче всегда во время 
движения отклоняется в сторону, противополож- 
ную вращению тела по ходу его движения. 


ФОРМУЛИРОВКА РЕЗУЛЬТАТОВ 
ДЛЯ СЛУЧАЯ А #0 


Пусть Й # 0, т.е. центр масс тела возвышается 
над опорной плоскостью. Результаты этого пун- 
кта основаны на следующем предположении. 


Предположение финального рав- 
новесия. Пусть движение тела завершается его 
полной остановкой в момент ѓ = ѓ“. Тогда при 
1 Э Г – 0 для соответствующих уравнений дви- 
жения реализуются равновесные нормальные ре- 
акции в точках опоры. 


Таким образом, предельные (для момента 
остановки) нормальные реакции являются та- 
кими же, как и при равновесии тела. Правдопо- 
добность высказанного предположения следует 
из таких рассуждений. Если при остановке тела 
в момент ї = ѓ в результате какого-либо его без- 
отрывного движения реализуются неравновесные 
нормальные реакции, то либо полная остановка 
не осуществляется, либо невозможно состояние 
равновесия тела (нарушаются односторонние свя- 
зи в точках контакта или тело переворачивается). 
Для обоснования этих утверждений используют- 
ся следующие факты: нормальные реакции при 
движении не могут мгновенно менять своих зна- 
чений; нормальные реакции при равновесии не 
зависят от реализующихся (в момент остановки 
тела) сил трения покоя в опорах. В рассматривае- 
мом симметричном случае равновесные нормаль- 
ные реакции одинаковы и каждая равна 2/3. 


Определение 2. Особая точка (р,о) систе- 
мы (9) называется равновесной, если нормальные 


реакции опор в этой точке, определяемые из по- 
следних трёх уравнений системы (7), являются 
равновесными (т.е. обеспечивают статическое со- 
стояние равновесия тела при каких-либо допусти- 
мых силах трения покоя в опорах). 


Утверждение 6. Прий = 0 система (9) не 
имеет равновесных особых точек, если р є (0, + оо]. 


Для точки р = 0 (соответствующей центрально- 
вращательномудвижению) справедливо следуюшее. 


Утверждение 7. Точка р = 0 (для любо- 
го а) является особой точкой первого уравнения 
системы (9). Причем, согласно (7), все нормаль- 
ные реакции №, принимают равновесные значения, 
равные 2/3. Эта точка асимптотически устой- 
чива, если у> 20 Ни р? ), и неустойчива, если 
Ј< 2042 а р? ). Кроме того, о(т) э –оо, если 
Т Э +оо. 


Итог полученных результатов содержится 
в следующем утверждении. 


Утверждение 8. Пусть р(0) = 0, р(0) = + оо. 


Тогда, если Ј > 2(е2 + йу; то финальное движение 
тела может быть либо центрально- вращательным, 

либо опорно-вращательным, а если Ј < 2(е2 +9 А 

то финальное движение тела может быть только 
опорно-вращательным. 


Замечание. Результат утверждения 8 не 
совпадает с результатами работы [6], в которой 
в качестве финальных движений тела числен- 
но рассматривались только движения со сколь- 
жением всех трёх точек опоры, отличные от 
центрально-вращательных. 
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